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LA ECUACION DE CAUCHY-EULER

Se trata de una ecuacion con coeficientes variables cuya solucién general siempre
se puede expresar en términos de potencias, senos, cosenos, funciones
logaritmicas y exponenciales. Este método de solucion es bastante similar al de las
ecuaciones con coeficientes constantes porque se debe resolver la homogénea
asociada.

Ecuacion de Cauchy-Euler llamada también ecuacion Equidimensional tiene
la forma a,x"y™ + a,_;x" 1y D 4+ .. ta,xy/ +a,y =0
Donde, los coeficientes ag, ap-1,...,82a1,@g SON constantes reales.

La ecuacion de Cauchy — Euler tiene la caracteristica de que el grado de las
d“y

(k)
coincide con el orden k de la diferenciacion, ka y .

potencias xk

Son ejemplos de ecuaciones de Cauchy
x3yB3) + 2x2y@ —4y =0

d* a3 d? d
x4d—)ﬁ:+x3d—;—4x2d—£+6xd—i+8y=0

METODO DE SOLUCION

Para la solucion de la ecuacién diferencial de Cauchy, se supone que dicha

solucién tiene la forma y = x™ donde m sera una variable por determinar en la
cual dependiendo de los valores que resulten viene dada la solucion.

Al aplicar esta solucidon se deben encontrar las derivadas que aparezcan en la
ecuacion diferencial, realizar las respectivas sustituciones y proceder a resolver la
ecuacién polindmica en funcion de m que resulte.

Un método similar al anterior se puede considerar al suponer que las soluciones
tiene la forma y = e™*,
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Veamos como se aplica el método para resolver una ecuacion diferencial de
cauchy de tercer orden.

Supongamos que queremos resolver la ecuacion diferencial
asx3y/! + a,x?y! + a; xy! + ayy = 0
Consideremos que las soluciones tienen la forma: y = x™

Como la ecuacién diferencial es de tercer orden, se debe determinar la tercera

derivada.

y/ = mxm_l

y/l =m(m — 1)x™2
y'!' = m(@m — 1) (m — 2)x™3

Al realizar las sustituciones en la ecuacion diferencial, se tiene
azx3m(m — 1) (m — 2)x™ 3 + ayx?m(m — Dx™ 2 + a; xmx™ 1 + qgx™ =
Realizando las multiplicaciones de términos semejantes en x, se llega
asm(m—1)(m —2)x™ +a,m(m — 1)x™ + a; mx™ + agx™ =
Aplicando factor comun
xM(asmm—-—1D)(m—-2)+a,m(m—1)+a, m+ay) =0
Como x™ + 0, se tiene que
asmm—-1)(m—-2)+a,m(m—-—1)+a;m+ay,= 0
asm3 — 3asm? + 2azm + a,m?* —a,m+am+ay; =0
Agrupando términos semejantes
asm3 + (a, — 3az)m? + (2a; —a;)m+ag = 0

Lo cual corresponde a una ecuacion cubica en términos de m.
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Supongamos que queremos resolver la ecuacion diferencial
a,x*y! +a; xy/ + agy =0
Consideremos que las soluciones tienen la forma: y = x™

Como la ecuacién diferencial es de tercer orden, se debe determinar la tercera

derivada.

y/ = mxm_l

y!/l = m(m — 1)x™2
Al realizar las sustituciones en la ecuacion diferencial, se tiene
a,x’m(m — 1)x™ 2 + g xmx™ 1 + qgx™ =
Realizando las multiplicaciones de términos semejantes en x, se llega
a,m(m—1)x™ +a; mx™ + ayx™ =0
Aplicando factor comun
x™(a,m(m—1)+a,m+ay) =0

Como x™ # 0, se tiene que

am(m—1)+a, m+ay,= 0

a,m?> —a,m+am+ay, =0
Agrupando términos semejantes

a,m?+ (a; —a,)m+ay, =0
Al resolver la ecuacion polindmica resultante, se pueden presentar los siguientes

casos, en funcion de si las raices de esta ecuacidon son reales y distintas, reales
repetidas (o iguales) o complejas conjugadas.
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CASO 1: raices reales distintas Sean m; y m; las raices reales , con m; = m,.

—yM — yM . .
Entonces ¥, = X * y ¥, = X " forman un conjunto fundamental de soluciones.
Por consiguiente, la solucion general es:

m m
y =c,x™ +C,x™

RESOLVER
x2y/l + 2xy/ =2y =0

Seay = x™ la solucidn general,
y/ = mx™1
y// =m(m —1)x™? = (m? — m)x™2
Reemplazando en la ecuacién diferencial
x?(m? —m)x™ 2 + 2xmx™ 1 —2x™m =0
(m? —m)x™ + 2mx™ —2x™ =0
((m? —m) +2m —2)x™ =

Dividiendo por x™

m*+m—-2=0

m+2)m-1)=0
m=1; m=-2

Luego la solucién general es:
Ul -2
y = C1X + CZX

-2
Yy = C,X + C,X
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RESOLVER
x3y// + 5x2y// + 2xy/ — 2y =0
Seay = x™ la solucidn general,
y!/ = mx™1
y// = m(m —1)x™2% = (m? — m)x™?
yl' = (m? —m)(m — 2)x™3 = (m3 — 3m? + 2m)x™3

Reemplazando en la ecuacién diferencial

x3(m3 —3m? 4+ 2m)x™ 3 + 5x2(m? —m)x™ 2% + 2xmx™ 1 = 2x™ =0

(m3 —3m? + 2m)x™ + 5(m? — m)x™ + 2mx™ — 2x™ = 0
((m3 =3m?+2m) +5(m? —m) +2m —2)x™ =0
Dividiendo por x™
m3+2m2—-m—-2=0
m—-1D(m+1)(m+2)=0
m=1m=-1; m=-2

Luego la solucidn general es:

1 -1 -2
Y =CX +CoX " +C,X

Y =CX+C,X " +C,X 7
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CASO 2: raices reales repetidas Si las raices son repetidas (esto es, si m, =
m;), la solucion general es de la forma

y =c,X™ +¢,X™ In X

Caso 3: Sila ecuacidn caracteristica de (1) tiene las raices complejas
conjugadas, entonces m; = a + By m>= a-ip, donde o, > 0 entonces la
solucion general es

y = x*(c, cos(BIn x)+c,sen(B1n x))
EJEMPLO. RESOLVER
x2y/l + xy/ + 4y =0
Seay = x™ la solucidn general,
y/ = mx™1
y/l = m(m —1)x™2% = (m? — m)x™2
Reemplazando en la ecuacién diferencial
x2(m? —m)x™ 2 + xmx™ 1 +4x™ =0
(m? —m)x™ +mx™ +4x™ =0
(m?-m)+m+4)x™=0
Dividiendo por x™
m?+4=0 m= 42i dedonde a=0; =2

Luego la solucién general es:
y = x*(c, cos(BIn x)+c,sen(B1n x))

y = x°(c,cos(2In x)+c,sen(21n x)).
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y =¢, cos(2In x)+c,sen(21n x)
EJAMPLO. Solucionar la siguiente ecuacion diferencial
x3y/ll — x2yll + 2xy/ — 2y =0
Seay = x™ la solucion general,
y/ = mx™1
y// =m(m —1)x™2 = (m? — m)x™?
y/l' = (m? —m)(m — 2)x™3 = (m3 — 3m? + 2m)x™3
Reemplazando en la ecuacién diferencial
x3(m3 = 3m? + 2m)x™ 3 — x2(m? —m)x™ %2 + 2xmx™ 1 —2x™ =0
(m3 —3m? + 2m)x™ — (m? —m)x™ + 2mx™ — 2x™ =0
((m® —3m?2 +2m) — (m?> —m) +2m —2)x™ =0
Dividiendo por x™
m3—4m?+3m—-2=0
m—-1D(m-1)(m-2)=0
m = 1 multiplicidad 2 ; m =2

Luego la solucidn general es:

1 1 2
Yy =CX +C,X In X+C,X

2
y =CX+C,XIn x+cC,X
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RESOLVER LAS SIGUIENTES ECUACIONES DIFERENCIALES

1) x2y/l —2xy/ + 2y =0

2) x?y/l —3xy/ +13y =0

3) x%y// —2xy/ + 1.25y =0

4) x%y!// —3xy/ + 4y =0

5) x3y®) 4+ 2x2y// —2xy/ + 2y =0

6) x*>y// —3xy/ + 3y =0; y(1) = 0; y/(1) = —1

7) x*y/l —3xy/ + 4y =0; y(1) = 1;y/(1) = 3

8) x’y!/ + 4xy/ + 4y =0; y(0) = 1; y/(0) =0

9) x2y// + 2xy/ + 5y =0; y(0) = 1; y/(0) = =2
10) x2y// + 3xy/ + 2y =0; y(0) = 2; y/(0) = -3
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CAMBIO A COEFICIENTES CONSTANTES

Hay ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables que pueden
transformarse, mediante cambio de variables, en ecuaciones con coeficientes
constantes.

Consideramos la ecuacion diferencial de Cauchy — Euler caso homogéneo, de

2
segundo orden, es decir. agx? °x, alxg—i +a,y=0 (3)

dx?
donde a,,a;,a, son constantes realesy a, #0.

. : . - : -
Verificamos que si hacemos | =e' |3 ecuacién (3) se convierte en una ecuacion

diferencial lineal con coeficientes constantes.

En efecto :

Suponiendo x>0, y tomando x=e! ¢ t=Inx.
d dy dt 1d 2 2

Entonces: =~ = X2 — &Y y dy _d yi_id_y;
dx dt dx x dt dx>  dt? x> X2 dt

2
Sustituyendo en (3):a,x’ 372( + alx% +a,y=0 obtenemos:

2
a{d y ﬂ}+ald—y+a2y:0

dt?  dt dt
- d’y dy L I
Es decir: aoF+ (a, —ao)a+a2y:0 (4) ecuacion diferencial lineal con

coeficientes constantes.

Finalmente, resuelta esta ecuacion (4), se deshace el cambio y por sustitucion se
obtiene la solucion del problema dado.

, d?x dy . .,
2
El caso no homogéneo a,x p + alx& +a,y= f(x), requiere el uso de variacion

de parametros.
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